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1. Введение
Классификация задач гидродинамики делит их на 
внутреннюю и внешнюю, в зависимости от располо-
жения твердой поверхности относительно потока. К 
первой задаче относятся течения рабочих тел в обору-
довании тепловой энергетики, гидравлики и гидротех-
ники. Вторая задача рассматривается при обтекании 
элементов строительных конструкций, летательных 
аппаратов, решении проблем метеорологиии т. д. Тече-
ние в круглой трубе – относится к внутренней задаче, 
а обтекание пластинки – к внешней. Обе задачи имеют 
большое значение в связи с их широким распростра-
нением в технике, что привело к подробному исследо-
ванию этих течений на протяжении длительного вре-
мени. В обеих задачах ищут распределение скорости 
и касательных напряжений вдоль радиуса трубы или 
вблизи плоской поверхности пластинки при ламинар-
ном и турбулентном режиме [1–5].
В настоящее время известно несколько точных 
решений для течения в трубе и на пластинке при ла-
минарном режиме. В основу нахождения этих решений 
положены уравнения равновесия, решения уравнения 
пограничного слоя и др., которые реализованы в форме 
различных расчетных методов. В то же время примене-
ние уравнения Навье-Стокса, которое имеет несколько 
точных решений при очень малых числах Рейнольдса 
и претендует на статус общего уравнения движения 
ньютоновской жидкости, не приводит к тем же резуль-
татам [1, 5, 6].
Большое практическое значение имеет турбулент-
ный режим течения, для которого отсутствуют точ-
ные решения. В этом случае расчет ведется на основе 
экспериментальных данных и различных физических 
моделей, реализованных в форме полуэмпирических 
уравнений и компьютерных программ [2–4, 7]. На 
основе этого подхода разработаны методики, которые 
используются при проектировании теплообменного 
оборудования [8],водопроводных сетей [2–4], для рас-
чета и визуализации процессов конвективного теплоо-
бмена, которые часто осложняются дополнительными 
влияющими факторами [8–14].
Малое количество точных решений только для од-
ного режима течения, полученных без использования 
общих уравнений движения, отрицательно влияет на 
понимание взаимосвязей между физическими процес-
сами и их математическим описанием.
Таким образом, актуальным является поиск диф-
ференциальных уравнений и их точных решений, вы-
полняемых по классической схеме и реализованных, 
например, в задачах теплопроводности, теории упру-
гости и др.
2. Анализ литературных данных и постановка задачи.
В результате проведенных исследований установ-
лено, что при ламинарном режиме течения распределе-
ние скорости и касательного напряжения по нормали 
к течению зависят только от числа Рейнольдса, а при 
турбулентном режиме зависят от двух параметров – 
числа Рейнольдса и относительной шероховатости по-
верхности трубы и пластинки. Влияние этих факторов 
проявляется в изменении давления вдоль потока, ко-
торое уменьшается при течении в трубе и более слож-
ным образом меняется при обтекании пластинки [1–4].
В ламинарном потоке присутствует только посту-
пательное движение частиц вдоль оси с переменной 
скоростью вдоль радиуса. Отличительными свойства-
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Предметом исследования является нахождение общих 
интегралов и некоторых частных решений для двух распро-
страненных режимов течения несжимаемой жидкости – 
ламинарного и осредненного турбулентного течения. В основе 
математического описания лежит система уравнений дви-
жения в напряжениях (Навье) и ее частный случай для нью-
тоновской жидкости. В результате получены аналитические 
уравнения, которые позволяют рассчитать структуру тече-
ний при различных условиях
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штабного вращения частиц и пульсации всех харак-
терных термодинамических величин.
Для расчета ламинарного режима течения в трубе 
существует точное решение (Пуазейля), достоинством 
которого является ясная связь между изменением 
давления вдоль потока (dpz/dz), вязкостью и распре-
делением скорости вдоль радиуса. Данное уравнение 
получено в результате применения уравнения равно-
весия к малому элементу течения и хорошо соответ-
ствует опытным данным. Для расчета осредненного 
по времени турбулентного течения в трубе получили 
распространение два полуэмпирических уравнения – 
степенное и логарифмическое, которые хорошо соот-
ветствуют опытным данным и получены в результате 
применения различных гипотез о внутренней струк-
туре турбулентного ядра. При этом подходе нет явной 
связи между величиной dpz/dz, вязкостью и распреде-
лением скорости [3–6]. 
Расчет распределения скорости и касательных на-
пряжений на горизонтальной пластинке выполняется 
с помощью методов теории пограничного слоя, осно-
ванных на упрощении уравнения Навье-Стокса. Дру-
гим способом этого расчета является использование 
теоремы импульсов для элемента потока. В результате 
удалось получить решение Блазиуса в безразмерной 
форме, которое имеет вид таблицы. Это решение свя-
зывает распределение скорости по нормали к поверх-
ности пластинки с координатой вдоль потока и вяз-
костью. С помощью этого решения нельзя установить 
влияние величины dpz/dz на распределение искомых 
величин, тем не менее, оно хорошо согласуется с опыт-
ными данными и считается точным решением уравне-
ния пограничного слоя [1, 3–5].
В результате исследований течений в трубе и на 
пластинке установлено, что турбулентное течение в 
обоих случаях имеет слоистую структуру. Вблизи 
стенки существует тонкий ламинарный подслой и 
турбулентный поток не имеет механического контакта 
со стенкой.
При течении в трубе толщина ламинарного подслоя 
является одинаковой, а при течении на пластинке она 
переменна. Считается, что распределение скорости в 
подслое является линейным, однако расчетные урав-
нения для нахождения скорости и толщины подслоя 
отсутствуют [2–5].
Отмеченные свойства ламинарного и турбулент-
ного течения считаются классическими. В настоящее 
время эти подходы уточняются и развиваются за счет 
использования численного моделирования и совер-
шенствования физического эксперимента.
Современные исследования характеризуются боль-
шим количеством направлений, относящихся к технике, 
течениям в окружающей среде, поведением живых орга-
низмов в океане и атмосфере и т. д. [9–15].
Часть исследований направлены на моделирование 
процессов течения, осложненных различными допол-
нительными условиями протекания. Одним из таких 
условий является наличие источников тепла, которые 
существуют внутри каналов различной конфигурации 
(внутренняя задача) [9], а также в атмосфере (внешняя 
задача) [10]. В работе [11] отмечается, что турбулент-
ные течения с источниками тепла оказывают большое 
влияние на свойства геофизических и астрофизиче-
ских систем, а также на взаимодействие океана и ат-
мосферы. В работе [12] используется численное моде-
лирование для изучения влияния градиента скорости 
и мелко масштабного вращения частиц жидкости для 
объяснения статистических свойств турбулентности.
Численное моделирование этих и других течений 
основано на использовании уравнений Рейнольдса, в 
которые входят осредненные компоненты скорости и 
их пульсационные составляющие. В этих уравнениях 
появляются дополнительные неизвестные (двойные и 
тройные произведения пульсаций скорости и др.) для 
нахождения которых разрабатываются различные по-
луэмпирические модели турбулентности. По мнению 
многих авторов, эта теория, также как и уравнения 
Рейнольдса, далеки от совершенства [1, 3, 6, 7].
Теоретическому описанию медленного течения раз-
реженных газов в тонких трубках посвящена работа 
[13]. Для анализа используется уравнение Навье-Сток-
са, которое для малых чисел Рейнольдса (Re<1) дает 
удовлетворительный результат. Однако в большинстве 
практических задач такие малые числа Рейнольдса не 
встречаются.
Одной из причин проблем расчетных методов явля-
ется отсутствие в используемых уравнениях функции 
ротора скорости, характеризующей ключевое свой-
ство движущейся жидкости – вращение частиц. Эта 
функция отсутствует в уравнениях Навье-Стокса и 
Рейнольдса, в различных вариантах уравнений турбу-
лентного течения, не учитывается в частных случаях 
теоремы импульсов и др.
Экспериментальные исследования часто использу-
ют различные методы визуализации потока, что дает 
наглядное представление о распределении скоростей и 
температур в потоке [15].Результаты таких исследова-
ний не связаны с проблемами расчетных методов, од-
нако их проведение требует специальной аппаратуры 
и возможно для ограниченного круга задач.
В настоящей работе используется метод расчета 
касательных напряжений и скоростей, основанный на 
использовании уравнения движения в напряжениях 
(Навье) и его частного случая для ньютоновской жид-
кости, в котором присутствует функция ротора скоро-
сти [16]. Последняя система уравнений имеет вид:
( ) ( )x x z xz y
p u u du1
X rot u 2 rot u 2 ,
x y y z x dt
  ∂ ∂ ∂∂ ∂  − +ν + + + =     ρ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
( ) ( )y y yxz x
p u duu1
Y rot u 2 rot u 2 ,
y x y z z dt
 ∂ ∂  ∂∂ ∂
− +ν + + + =   ρ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
( ) ( ) yz z zy x
up u du1
Z rot u 2 rot u 2 .
z x x y z dt
 ∂ ∂ ∂∂ ∂ − +ν + + + =     ρ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
(1)
Использование этих двух систем уравнений позво-
лило найти распределение касательных напряжений 
и скорости вдоль радиуса при ламинарном течении 
в трубе. Отличительной особенностью (1) является 
учет двух видов движения – поступательного, которое 
характеризуется градиентами линейных скоростей, 
и вращательного, которое характеризуется функцией 
ротора. Учитывая определения ламинарного и осред-
ненного турбулентного течения, система (1) может 
использоваться для описания обеих режимов течения. 
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3. Цель и задачи исследования
Целью исследования является получение точных 
решений для нахождения распределения скоростей и 
касательных напряжений по нормали к потоку в кру-
глой трубе и при обтекании пластинки при ламинар-
ном и осредненном по времени турбулентном течении.
Для достижения поставленных целей необходимо 
решить следующие задачи:
– найти общие интегралы для распределения ско-
рости и касательного напряжения вдоль радиуса тру-
бы и по толщине пограничного слоя на плоской пла-
стинке при наличии и отсутствии вращения частиц 
жидкости;
– найти некоторые частные решения общих ин-
тегралов, позволяющих сравнить их с известными 
уравнениями;
– выполнить анализ сравнения и найти отличитель-
ные свойства частных решений и известных уравнений.
4. Способы нахождения общих интегралов и их анализ 
Решение рассматриваемых задач выполняется дву-
мя способами. В основе первого способа лежит общая 
система дифференциальных уравнений для любой 
сплошной среды в напряжениях (Навье), а второй 
способ использует частный случай уравнения Навье, 
полученный для ньютоновской жидкости (1) [16]. При 
рассмотрении данных задач обе системы уравнений 
упрощаются, интегрируются, а затем находятся част-
ные решения, которые сравниваются с известными 
уравнениями. С помощью первого способа находится 
распределение касательного напряжения, а затем рас-
пределение скорости с использованием закона Нью-
тона для вязкого трения. С помощью второго способа 
находится распределение скорости путем интегри-
рования уравнения движения второго порядка. Оба 
способа дополняют друг друга и должны давать одина-
ковый результат. При этом всегда предполагается, что 
жидкость несжимаемая, теплофизические свойства 
постоянны и течение в круглой трубе и на плоской 
пластинке одномерное и установившееся.
Рассмотрим течение в круглой трубе и найдем 
общие интегралы для распределения касательного 
напряжения и скорости вдоль радиуса трубы при ла-
минарном и турбулентном режиме течения (рис. 1).
На рис. 1 приведена расчетная схема стабилизиро-
ванного течения в круглой трубе.
Рис. 1. Расчетная схема для течения в круглой трубе
Воспользуемся общим уравнением движения сплош-
ной среды в напряжениях в координатах (r, θ, z). Для 
координаты z общее уравнение имеет вид (1):
θ∂τ∂ ∂τ τ − + + + =  ρ ∂ ρ ∂ ∂θ
rz zr zr zp du1 1 1Z ,
z r r r dt  
(2)
где pz=–sz– давление вдоль оси z, которое по правилу 
знаков противоположно нормальному напряжению sz.
Упростим уравнение (2), полагая, что массовые 
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При постоянном диаметре трубы dpz/dz=const ре-
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(4)
При c1=0 получим уравнение для распределения 
касательного напряжения в виде:
τ = ⋅zzr
rdp ,dz 2
   (5)
которое совпадает с известной формулой для ламинар-
ного течения [1, 2, 4, 5].
Найдем распределение скорости вдоль радиуса тру-
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  (6)
Найдем распределение скорости uz(r), пользуясь 
вторым способом. Из (1) при отсутствии вращения 
частиц (функция ротора равна нулю) получим следу-










   (7)
После двукратного интегрирования при dpz/m×dz= 
=const найдем:





u (r) r c r c .
4 dz
  (8)
Дифференцируя (8) по r для ньютоновской жидко-
сти (τ=m×du/dr), найдем распределение касательных 
напряжений, которое с точностью до константы совпа-
дает с (5).
Сравнение (6) и (8) показывает, что нахождение 
распределения скорости необходимо выполнять с по-
мощью системы (1), так как такой путь позволяет найти 
более общее уравнение и исключить потерю константы. 
В то же время нахождение распределения касательного 
напряжения можно находить любым способом.
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Рассмотрим решение этой же задачи 
при c1¹0 (4).
Тогда, используя ту же схему вычисле-
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4 dz
 (10)
Воспользуемся вторым способом реше-
ния, для которого уравнение (1) в цилин-
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(11)
В этом уравнении в отличие от (7) учтено влияние 
вращения частиц, что требует вычисления функции 
ротора. Для данной задачи скорость течения меняется 
только вдоль радиуса и производной вдоль оси z можно 
пренебречь. Будем также считать, что скорость не из-
меняется в зависимости от угла θ (поток не вращается 
вокруг оси трубы).








u u p1 1
.
r r r z
  (12)
После интегрирования при dpz/m×dz=const опять 
получим уравнение (10).
Таким образом, общим интегралом для нахожде-
ния распределения скорости при течении без враще-
ния частиц является уравнение (8).Общим интегралом 
для распределения скорости при наличии вращения 
частиц является уравнение (10). 
В соответствии с физическим определением режи-
мов течения, уравнения (5) и (8) относятся к ламинар-
ному течению, а уравнения (4) и (10) – к осредненному 
по времени турбулентному течению.
На рис. 2 показана схема получения общих инте-
гралов для нахождения касательного напряжений и 
распределения скорости для ламинарного и турбу-
лентного режима течения.
Для нахождения общих интегралов при течении на 
горизонтальной пластинке воспользуемся известной 
расчетной схемой (рис. 3) [1–3].
Частный случай уравнения (1) в декартовых ко-











который совпадает с (7) при замене z=x и r=y.
Рис. 3. Схема течения на пластинке
Таким образом, распределение скорости при те-
чении в трубе и на поверхности пластинки без вра-
щения частиц имеют одинаковые дифференциаль-
ные уравнения и, соответственно, одинаковые общие 
интегралы.
Применим уравнение Навье для нахождения рас-
пределения касательного напряжения в потоке вблизи 
поверхности пластинки. Для координаты x получим:
∂τ ∂ ∂τ
− + + = ρ ∂ ρ ∂ ∂ 
yxx zx xp du1 1X .
x y z dt
После упрощения в соответствии с ранее приняты-
ми допущениями
τyxx ddp = .
dx dy
После интегрирования при dpx/dx=const найдем 
τ = +xx 1
dp
(y) y c .
dx
   (13)
Распределение скорости по нормали к поверхности 



















Рис. 2. Схема нахождения общих интегралов применительно к течению 
в круглой трубе (dpz/m×dz=const)
 
Прикладная механика
Воспользуемся вторым способом нахождения рас-
пределения скорости с помощью (1) и учтем влияние 
вращения частиц. Так как скорость меняется только 
вдоль координаты y, получим (рис. 3):




rot u 2 .
y y x
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(15)
Интегрируя (15) при dpx/m·dx=const найдем общий 
интеграл, который совпадает с (14).
На рис. 4 показана схема нахождения общих инте-
гралов для распределения касательного напряжения 
и скорости при течении на пластинке. Использование 
уравнения Навье и системы (1) приводит к одному и 
тому же результату, что иллюстрируется вертикаль-
ными стрелками. 
Рис. 4. Схема нахождения общих интегралов для 
турбулентного течения на пластинке
В табл. 1 приведены результаты нахождения общих 
интегралов для ламинарного и турбулентного течения 
в круглой трубе и на поверхности горизонтальной 
пластинки.
Таблица 1
Общие интегралы для течения в круглой трубе и на 
поверхности пластинки
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Из табл. 1 следует, что для ламинарного течения в 
трубе и на пластинке общие интегралы совпадают. Наи-
более существенно отличается от других уравнений 
интеграл для турбулентного течения в трубе. Наличие 
функции ln(r) требует формулировки специальных гра-
ничных условий для учета влияния константы с1.
5. Частные решения и сравнение с известными 
уравнениями
Рассмотрим ламинарное течение в трубе при сле-
дующих граничных условиях: если r=0, тo duz/dr=0, а 
при r=r0, uz=0, которые применим к (8). Тогда получим 
распределение скорости вдоль радиуса, которое совпа-
дает с известным уравнением Пуазейля.




u (r) p / z r r ,
4
при dpz/dz>0 [3, 4].
Более удобным частным решением является урав-
нение, для которого известна средняя скорость тече-
ния, так как ее легко найти из уравнения массового 
баланса. Для нахождения этого частного решения 
воспользуемся следующими граничными условиями: 
если r=0, то duz/dr=0, а при r=r0/2, uz(r)=uav. Тогда по-
лучим:
   





u (r) r r 2u 1 .
4 dz r r  
(16)
На рис. 5 показано сравнение распределения ско-
рости, построенного по уравнению Пуазейля и уравне-
нию (16) с помощью программы Mathcad.
Рис. 5. Распределение скорости вдоль радиуса трубы
Сплошная – по уравнению (16), точки – по уравне-
нию Пуазейля/вода, Re=1000/.
Частное решение для распределения скорости при 
турбулентном течении в трубе найдем из общих реше-
ний (4) и (10) с использованием переменной y (рис. 1). 
Применим к этим уравнениям граничные условия, 
характерные для оси трубы: при y=r0, τ=0 и uz(y)=umax.
Тогда получим:
 
= − + + µ  
2 2 2z 0
z 0 0 max
dp r1
u (y) y r 2r ln u .
4 dz y
 (17)
Из данного уравнения следует, что скорость турбу-
лентного потока на стенке не может быть равной нулю. 
Это свойство уравнения (17) соответствует физиче-
скому смыслу, так как вблизи стенки существует лами-
нарный подслой, который отделяет ядро турбулентно-
го течения от стенки. В подслое отсутствует вращение 
частиц и уравнение (17) к нему неприменимо. 
На рис. 6 показано сравнение распределения скоро-
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Рис. 6. Сравнение теоретического распределения 
скорости в трубе – сплошная и степенного 
полуэмпирического уравнения – точки
Для нахождения частных решений при ламинарном 
и турбулентном течении на пластинке воспользуемся 
различными условиями. Для ламинарного режима те-
чения пограничный слой начинается на стенке и усло-
вия будут следующими: при y=δ(x), ux(y)=uf, а при y=0, 




u (y) y y (x) u .
4 dx (x)
 = − ⋅δ + µ δ
 
(18)
На рис. 7 показан график, построенный в безраз-
мерных координатах 
( )x f uyu y / u f ,2 x
 
= η = υ⋅ 
 
принятых в работах [1, 5]. Для построения графика ис-
пользовано уравнение (18), числовые данные соответ-
ствуют ламинарному режиму течения на расстоянии х 
от передней кромки.
Результаты сравнения графика рис. 7 и данных та-
блицы для решения Блазиуса показывают их удовлет-
ворительное соответствие [1, 5].
Для турбулентного течения зададим граничные 
условия на оси потока и применим их к интегралу (14). 
При y=δ(x), τx(y)=0, а ux(y)=uf.
Тогда получим:




u (y) y (x) 2y (x) u .
2 dx
  (19)
На рис. 8 показано сравнение рас-
пределения скорости, найденного 
по (19) и по известному полуэмпи-
рическому уравнению ue(y)=ux(y)= 
=uf[y/δ(x)]1/7.
Как следует из сравнения кри-
вых, в диапазоне y/δ(x)=0…0,1 име-
ет место резкое расхождение те-
оретической и полуэмпирической 
зависимости. 
Это связано с наличием лами-
нарного подслоя, в котором нет 
вращения частиц и распределение 
скорости в этом диапазоне y/δ(x) должно вычисляться 
по другому уравнению.
Таким образом, уравнение (19) может использо-
ваться только для нахождения распределения скоро-
сти в турбулентной части пограничного слоя.
Рис. 7. Теоретическое распределение скорости по 
толщине пограничного слоя на пластинке  
(Rex=5,8·10
3, dpx/dx=–3,2 Па/м, воздух)
Рис. 8. Сравнение теоретического распределения 
скорости (19) – сплошная линия и полуэмпирического – 
точки/Rex=2·10
5, dpx/dx=–35 Па/м, воздух/
В табл. 2 приведены частные решения, которые по-
лучены в результате применения граничных условий к 
ранее найденным общим интегралам.
Как следует из табл. 2, все частные решения учи-
тывают влияние вязкости и падение давления вдоль 
потока, которое для течения в трубе не меняется вдоль 
оси, а при течении на пластинке его необходимо зада-
вать или рассчитывать предварительно.
 

























Частные решения для течений в трубе и на пластинке для различных режимов
Режим Течение в трубе Течение на пластинке
Лами-
нарный
( )2zz 0 av
0
dp1 r
u (r) r r r 2u 1
4 dz r
 




u (y) y y (x) u
4 dx (x)
 = − ⋅δ + µ δ
Турбу-
лентный
2 2 2z 0
z 0 0 max
dp r1
u (y) y r 2r ln u
4 dz y
 




u (y) y (x) 2y (x) u
2 dx
 = + δ − ⋅ δ + µ
Примечание: δ(x) – толщина пограничного слоя [1–3]
 






















6. Обсуждение результатов математического описания
Математическое описание ламинарного и осред-
ненного турбулентного течения выполнено по клас-
сической схеме, в основу которой положено уравнение 
движения для любой сплошной среды (Навье). В пре-
дыдущих работах был найден частный случай уравне-
ния Навье для ньютоновской жидкости – система (1) 
[16]. В настоящей работе используются обе системы 
уравнений, с помощью которых найдены общие реше-
ния для одномерных установившихся течений в ци-
линдрической и декартовой системе координат. Далее 
сформулированы граничные условия для течений в 
трубе и на пластинке и найдены для них частные ре-
шения. Эти решения сравнивались с эксперименталь-
ными результатами, представленными в форме точных 
решений (Пуазейля и Блазиуса) или полуэмпириче-
ских уравнений.
Такой путь математического описания позволил 
найти точные уравнения для распределения касатель-
ных напряжений и скоростей по нормали к направ-
лению течения для всех известных режимов и чисел 
Рейнольдса. При этом предполагается, что течение 
омывает гладкую поверхность, а влияние шероховато-
сти в перспективе может быть учтено внесением изме-
нением в вязкость или dpz/dz.
Анализ различных путей нахождения расчетных 
уравнений показал, что интегралы уравнения Навье 
дают распределение касательных напряжений в тур-
булентном потоке. Показано, что решения Пуазейля и 
Блазиуса, относящиеся к разным типам задачи полу-
ченные совершенно разными путями, являются част-
ными решениями одного общего интеграла.
Положительным результатом уравнений является 
возможность вычислить толщину ламинарного при-
стенного слоя, на внешней границе которого скорости 
ламинарного и турбулентного течения одинаковы.
В расчетных уравнениях отсутствуют факторы, 
которые характеризуют пульсации всех термодинами-
ческих величин или разрывы в потоке. Это означает, 
что эти уравнения пригодны для описания только 
осредненного по времени турбулентного течения.
6. Выводы
1. Найдены три новых общих интеграла для двух 
режимов течения жидкости, которые позволяют уста-
новить законы распределения касательных напряже-
ний и скоростей по нормали к течению (8), (10), (14). 
Эти законы получены в результате параллельного 
решения задач с помощью уравнения Навье и систе-
мы (1). Такой подход позволяет исключить потерю 
констант и повышает достоверность математического 
описания. 
2. Для уточнения области применения общих ин-
тегралов сформулированы и применены граничные 
условия для двух известных задач – течения в круглой 
трубе и на горизонтальной пластинке. Выполнено 
аналитическое и графическое сравнение найденных в 
работе частных решений с известными уравнениями 
и показано, что аналитические уравнения более точно 
описывают структуру течений.
3. В результате анализа показано, что интегралы 
уравнения Навье относятся к осредненному турбулент-
ному течению. Этот результат подтверждается путем 
интегрирования системы (1) и последующего использо-
вания закона Ньютона для вязкого трения. Выполнено 
сравнение точных и эмпирических решений, которое 
позволило оценить толщину ламинарного пристенного 
слоя при наличии турбулентного ядра потока. Пока-
зано, что уравнение Пуазейля для течения в трубе и 
кривая Блазиуса для течения на пластинке являются 
частными решениями одного общего интеграла (8).
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